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К ЗАДАЧЕ ОБТЕКАНИЯ ПРОНИЦАЕМОЙ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ПОВЕРХНОСТИ 
ПОТОКОМ НЕР АВНОВЕСНО 
ДИССОЦИИРУЮЩЕГО ГАЗА 
Бильченко Н.Г. 
Казанский государственный технический университет 
В 1960 г. А.А.Дородницын предложил обобщенный метод интеграль­
ных соотношений и применил его к решению уравнений погранично­
го слоя (1). Особенностью этого метода является то, что он позволяет 
быстро получить решение задачи на ПЭВМ с необходимой степенью 
точности . Несмотря на то, что он требует большой предварительной ра­
боты по составлению системы аппроксимирующих обыкновенных диф­
ференциальных уравнений , этот метод получил широкое распростра­
нение в инженерной практике при расчете аэродинамических характе­
ристик плоских и осесимметричных потоков сжимаемого газа [2 ,3,4] и 
трехмерного пограничного слоя [5). 
В настоящей работе дается вывод интегральных соотношений для 
системы уравнений ламинарного пограничного слоя неравновесно дис­
социирующего воздуха на проницаемой цилиндрической поверхности , а 
также приводится аппроксимирующая: система третьего приближения 
для рассматриваемого случая:. 
1. Вывод интегральных соотношений. Система уравнений, 
описывающая случай неравновесной диссоциации , имеет вид [6) : 
ди ди dp д ( ди) ри дх + pv ду = - dx + ду µ ду ' 
д д дх (ри) + ду (pv) =о, 
173 
_______ Б_ил__с_ь:..:.че-'-'н-'-к:..:.о....:Нс:с.::.Г:..:..~К задаче обтекания про11ицаемой ... 
дСл дСл д ( дСл) ри дх + pv ду = ду pD12 ду + W А, 
ри дН + pv дН = д (_.!!__?Н + µ ( 1 _ _!__)и 8и) _ дх ду ду Pr ду Pr ду 
-~ ((J_-1) pD12(hл - hм) дСл), ~ Le ду 
- - k Pe=pRT, R=-2 -(l+Cл). (1) mл 
Здесь ось х направлена по касательной к контуру, ось у - по внешней 
нормали; и, v - проекции вектора скорости на координатные оси; р -
плотность; р - давление; µ - вязкость; С А - массовая концентрация ато­
мов (степень диссоциации); D12 - коэффициент бинарной диффузии; И'л 
- скорость массообмена атомарного компонента на единицу объема; Pr 
- число Прандтля; Le - число Льюиса; Н = h + и2 /2 - полная энталь-
пия; h; = J{ Cp;dT + h~ - энтальпия компонента смеси; h~ - энтальпия 
образования i-го компонента (i = А,М - индексы соответственно ато­
марного и молекулярного компонента), k - постоянная Больцмана, mл 
- масса атома. 
В дальнейшем рассматривается случай "замороженного" газа, для 
которого Wл =О. Граничные условия к системе (1) следующие: 
и= О, v = (:) w, Н = Hw, Сл =О (каталитическая стенка), 
( дСл) =О (пекаталитическая стенка), (у= О, х >О), ду w 
и= И_, Н =Нс, Сл = Сл" (у -t оо), 
и= Ио, Н =Но, Сл = Сло, (х =О, у> О). (2) 
Здесь mu, = (pv)w - массовый расход вдуваемого газа (того же соста­
ва, что и в набегающем потоке) через единицу поверхности в единицу 
времени; е, w, О - индексы параметров потока на внешней границе по­
граничного слоя, на стенке и в точке торможения соответственно. 
Наиболее интересным представляется рассмотрение случая неката­
литической стенки. При обтекании поверхности высокотемпературным 
химически замороженным потоком теплообмен будет определяться со­
стоянием поверхности, так как химические реакции могут проходить 
только на поверхности тела вследствие ее каталитического действия. 
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Для каталитической поверхности не наблюдается заметного изменения 
теплового потока. к поверхности . Если же стенка нека.талитическая (на­
пример, из некоторых стекловидных материалов и углепластиков), то 
может быть достигнуто значительное снижение величины теплового 
потока.. Оно обусловлено образованием около стенки слоя нерекомби­
нированных атомов, препятствующих диффузии легких частиц к по­
верхности, вследствие чего уменьшается диффузионный перенос тепла 
к стенке и, значит, уменьшается тепловой поток. 
Величина теплового потока, поступающего от пограничного слоя к 
обтекаемой поверхности единичной ширины, имеет вид 
(3) 
где qw - удельный тепловой поток к стенке от ламинарного погранич­
ного слоя идеально диссоциирующего газа, определяемый теплопровод­
ностью и диффузионным переносом тепла [6]: 
Л - коэффициент теплопроводности, ер - удельная теплоемкость газа. С 
помощью преобразований А.А.Дородницына [7] 
1 rz €=-}о p.dx , Рео О 
система (1) приводится к виду 
1 (У 
17 = - Jп pdy Рео 0 
аи аи т dU, а ( аи) иа€ +w 817 = ;.Иe d[+v.0 817 Ь(т) 817 , 
ди aw а€+ а11 =о, 
асА асА = v.o ~ (ь( )асА) и 8€ + w 817 Sm 817 т 817 ' 
и 8{) + w дfJ = Veo ~ (ь(т) 819 ) + v,0 (1 - _!___) ~ (ь(т) 8а2 ) + 8€ а11 Pr 817 817 Pr а11 дrу 
( 1 ) v.o а ( асА) + 1 - - - - Ь( т) (ТА - тм) - , Le Smд17 а11 
17S 
Здесь 
Бильченко Н.Г. К задаче обтекания проницаемой ... 
pk Ре = -2 - (1 + С л) . mл 
=- 811 -а w=(l-a~)'-'u;;;-+-, -д=т+а2 , 
их т 
1 kт 1 kт ТА = -h CPAdT, тм = -h СрмdТ, еО О еО О 
Q =~:а", Vma:z: = Voo~ 1 +('У_ ~}М~ , 
(4) 
'У - показатель адиабаты, Sm - число Шмидта. Граничные условия (2) 
в новых переменных примут вид 
·и= О, (pv)w w = _::)_' Рео (1- апн (ас А) =о, аТ/ w (11 =О} , 
и -t И.(О, -д -t 1, Сл = Сле~ (11 ~ оо), 
и= И.(О), -д = 1, Сл = САо, (~=О, ТJ >О}. (5) 
С помощью преобразований [З] 
и 
и=-, и. 
w 
ii = ---, и.,;v;о 'Ф = 1 - -а, 
1 {{ 
s = -v. z 1~ и.~, ma:z: О 
_ г.;-; _ (J.fи 
w = vVma:i:lv + Uc 
- Сл Сл=-, Сл, 
система (4) приводится к следующей форме: 
_аи _аи _2 а ( аи) и 8s + w 8t = /3( 1 - 'Ф - и ) + af Ь( т) 8t ' 
аи 8w 
8s + 8t =о, 
_8ёл _8ёл 1 8 ( аёл) и 8s + w 8[ = Smдt Ь(т) 8t ' 
и~~ + w ~i = ~r %r ( Ь( т) ~i) + а; ( 1 - ~r) %r ( Ь( т) дай:) + 
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+ _l (..!..-1) а_ (Ь(т) (тА - тм) ас_А) Sm Le 8t 8t ' 
а граничные условия (5) принимают вид : 
где 
й=О, 
_ m(s) 
w = q(s)' 1/J = 1- т,.,, 8ёА =О 8t ' (t =О) , 
U 4 1, 1/J 4 0, ёА 4 1, (t 4 оо), 
u=l, 1/J=O, ёА=l, (s=O , l>O), 
q - а (1- а2)~ 
- е е ) 
f3 - а. 
- а. (1 - а;)' 
. dИ. и.= ds' 
(6) 
(7) 
l - некоторый характерный размер (например, радиус кругового ци­
линдра в случае обтекания цилиндра). В дальнейшем для простоты 
черточки над переменными l, s, й, w опустим . 
Умножив первое из уравнений (6) на /'(u), второе - на /(u) и сложив 
их, получим 
:s (uf(u)) + :t (wf(u)) = J'(u)f3(1 - ф- u2)+ 
+ f'(и);t (ь(т)~~). (8) 
Предполагая, что f(u) - дважды дифференцируемая и достаточно быст­
ро стремящаяся к нулю функция, проинтегрируем уравнение (8) по s 
от О до оо и получим первое интегральное соотношение 
:s fo00 uf(u)dt - w(s,O)f(O) = f3 Jo00(1-?j;- u2)f'(u)dt-
- f'(О)Ь(т,.,) (~~)t=O - Jо00 Ь(т) (~~) 2 f"(u)dt . (9) 
Умножив первое уравнение (6) на CAf'(u), второе - на CAf(u) , тре­
тье - на f(u) и сложив, результат проинтегрируем по s от О до оо . 
Тогда второе интегральное соотношение примет вид 
:s fo00 uf(u)Cлdt - w(s, О)f(О)Сл,., = f3 fo00 Сл(l - 'Ф - u2)f'(u)dt-
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-CAwf'(O)b(тw) ( ~~) t=O - fo"" Ь(т) ~~ (J"(и)С А~~+ J'(u) д~А) dt-
- _l_ f 00 J'(и)Ь(т)дидСАdt . 
Sm Jo дt дt (10) 
Для вывода третьего интегрального соотношения первое уравнение 
(6) умножим на 1/1 f'(u), второе - на 1/;f(u), четвертое - на /(и) и сложив, 
проинтегрируем по s от О до оо: 
д roo roo 2 1 дs Jo uf(u)фdt -w(s,O)f(O)'Фw = (3 Jo 1/1(1-1/J- и)! (u)dt-
-1/Jwf'(O)b(тw) (~~)t=O - fo"" Ь(т)~~ (!"(u)1/J~~ + J'(u)~~) dt-
1 1 (д'Ф) 1 {"" 1 дидф 
- Рт! (О)Ь(тw) дt t=O - Рт lo Ь(т)f (и) дt дt dt-
2 ( 1 ) roc 1 (ди) 2 -2а0 Рт - 1 Jo Ь(т)иf (и) дt dt-
- -
1
-(}- -1) f 00 j'(и)Ь(т) (тА - тм) дидСАdt. Sm Le lo дt дt (11) 
2. Построение аппроксимирующей системы третьего при­
ближения. Введем обозначения: 
1 () = 7ftl' 
дt 
1 Wo 
80 = (дu) , 1/Jw =О' W = (}ф, 'Р =СА() 
дt t=O О 
и вспомогательные соотношения 
n = ь8"Ф = ь8"Фди = ~~ (~) дt ди дt () ди () ' 
ф = ьдСА = ьдСАди = ~~ ('f) 
дt ди дt () ди () , 
с учетом которых интегральные соотношения (9)-(11) примут вид 
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:s fo1 uf(u)8du - w(s,O)f(O) = (3 /о1 (1- u2)j'(u)8du-
-f3 (1 J'(u)UJdu _ f'(O)bo _ (1 bf"(u) dи 
Jo ()0 Jo () ' 
:s fo1 uf(u)1.pdu - w(s, O)f(O) :: = f3 fo1 (1 - u2)f'(u)1.pdu-
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-/3 {1 !'(и) rpw du _ !' (О)Ьо'Ро 
Jo в Об 
- fo1 !"(и)~~ du - (s~ + 1) fo1 f'(и)Фdи, 
8 {1 Wo {1 2 1 Bs Jo uf(u)wdu - w(s, O)f(O) Во = /3 Jo (1 - и )! (u)wdu-
-/3 f 1 J'(u)w2 du - f'(O)bowo - f 1 J"(u)fx,; du - _!_f(O)Пo-
Jo В Вб Jo в2 Pr 
- (2- + i) f 1 J'(u)Пdu - 2а2 (_!__ - 1) f 1 uf'(u)~du-Pr Jo е Pr Jo В 
- -
1 (2- - i) f 1 ВФdи. Sm Le Jo (12) 
Получив, в соответствии с идеей метода, интерполяционные многочле­
ны для третьего приближения в виде : 
В= - 1- (во+ и (-~Во+ 4В1 - ~в2) + и2 (~во - 6В1 + ~в2)) , 1-и 2 2 2 2 
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w
2 (wб ( 9wб w~ 9w~) -=(1-и) -+и ---+9---- + 
8 80 2 80 81 2 82 
+и2 (~wi _ 27 Wf + 27 w~)) 
2 80 2 81 2 82 , 
bw _ (l _ )2 (bowo (~ Ьоwо _ 27 b1w1 27 b2w2) 
82 - и 83 + и 2 83 2 8r + 2 8~ + 
2 (9bowo 81 b1w1 81 b2w2)) +и 2 8б - 4 8~ + 2 8~ ' 
П = (1 - и) (По+ и (-~По+ 9!11 - ~n2) + и2 (~no - 227 П1 + 227 П2)), 
По_ Ьо (-.!.! wo + 9w1 _ ~w2) 
- Оо 2 Оо 81 2 82 ' 
rz1 = Ь1 (-wo _ ~w1 + 3w2), 81 80 2 81 82 
rz2 _ Ь2 (!wo _ 3w1 + ~w2) 
- 82 2 80 В1 2 В2 ' 
ВФ = u(l - и) (и (27В1Ф1 - 2: В2Ф2) + и2 (-821 В1Ф1 + 841 В2Ф2)) , 
Ф~ = 2и (l - <ро) (-~Ьо + 9 Ь1 _ ~Ь2) ' 
80 2 Во 81 2 В2 
Ф2 = 2и (l _ <ро) (~ Ьо _ 27 Ь1 + 27 Ь2) ' Во 2 Во 2 81 2 В2 
подставим их в (12). С учетом (7) аппроксимирующая система в нор­
мальной форме Коши относительно независимой переменной х = х / l 
примет вид (штрих обозначает дифференцирование по х) : 
1&0 
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, 1 1 80 "-'о ( 130 56 14 ) 
w2 = -w0 - -т- -(3q --wo - -w1 + - w2 + 9 3 80 9 3 3 
R ( 122 wб 40wr 3 w~) 422 qbowo 327 qb1W1 +,..,q --- + --5 - +---- --+ 
9 80 81 82 9 8б 8~ 
qb2w2 80 qf2o ( 1 ) ( 122 ) +426 - - + --+ q - + 1 --n0 + 40f21 - 53f22 + 8~ 3 Pr Pr 9 
+qa; (]__ - 1) (- 16 Ьо _ 1 0 Ь1 + 8 ~) + 
Pr 9 Во 81 82 
+ S~ (;е - 1) (-15В1Ф1 + 6В2Ф2) . (13) 
Начальные условия к системе (13) выберем аналогично тому, как 
это было сделано в (1). 
Выражение для интегрального теплового потока (3) в новых пере­
менных примет вид 
Q- _ rx• (l 2)~ Ьо ( llwo 9w1 9w2) d-- }~ О!е - О! - --- + - - -- Х. О е 80 2 80 81 2 02 
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О ГРАНИЧНОЙ ГЛАДКОСТИ КОНФОРМНЫХ 
ОТОБРАЖЕНИЙ ЖОРДАНОВЫХ ОБЛАСТЕЙ 
Долженко Е.П. 
Московский государственный университет 
По теореме Каратеодори всякое ( однолистное) конформное отобра­
жение w = /(z) одной односвязной области G1 с жордановой границей 
Г1 на другую односвязную область G2 с жордановой границей Г2 про­
должается на Г1 до гомеоморфизма G 1 = G1 U Г1 на V2 = G2 U Г2. 
Возникает вопрос о количественных связях гладкостных свойств f на 
V1 со свойствами Г1 и Г2. Для гладких Г1 и Г2 он решается теорема­
ми Келлога, Варшавского и др. Содержательная оценка модуля непре­
рывности w(/,G1,б) функции f на V1 = Т5 при D := {z: lzl < 1} и 
любой односвязной жордановой области G2 = G получена в [1), где "ка­
чество" жордановой кривой Г (не обязательно замкнутой) определяет 
ее модуль колебания d(Г; б) = sup{d(Г; z, t): z, t Е Г, Jz - tl::; б} (о~ О). 
Здесь d(Г; z, t) - меньший из диаметров дуг кривой Г, соединяющих 
z с t. Положим еще m(Г;б) = sup{mes1 (Г;z,t): z,t Е Г,Jz - tl ::; б} 
(о ~ О) (для спрямляемой Г), где mes1 (Г; z, t) - меньшая из длин дуг 
кривой Г, соединяющих z с t. Очевидно, функции m(Г; о) и d(Г; б) обе 
не убывают, т(1; о) ~ d(Г; б) ~ о. Если Г - замкнутая жорданова кри­
вая, 1ШИ жорданова дуга с концами, то d(Г; о) -t 0 при о -t 0, если 
же Г спрямляема, то d(Г; б) -t О, т(Г; о) -t О(б -t О). Приведем еще 
одно обозначение из [1). Пусть g(x) не убывает при х ~ О, g(x) ~ х, 
g(O) = g(O+) =О, g(x) := g(x) + х, h(x) := (g(y'x))2 • Функция Н9 (х) = 
-J: h-~t(t) (а = const > О, например, а = 1) выпукла вверх и строго 
возрастает от -оо до +оо. Поэтому Н;; 1 (х) определена, положительна, 
выпукла вниз и возрастает на [-оо, +оо), н;; 1 (х) -t о=: н;; 1 (-оо) при 
х -t -оо, Н;;1 (х) -t +оо =: Н;;1 (+оо) при х -t +оо. Обозначим через 
J(g) и Jo(g) С J(g) семейства всех таких жордановых кривых Г, что 
d(Г, б)::; g(б) и m(Г, о) ~ g(o) соответственно (Vб ~О). 
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